4 Calculo Diferencial (Solu¢oes)

1. a) (tgx—x) = = -1 =tg%x,
b) <x+cosx) 1+ cos x(x+cos x)

1-senx (1-senx)?

tox
C) (earctgx) — e;‘::fz‘,

2.\ 2.1
d) (elog x) = ¢lo8 *2-logx, para x > 0,
e) (senx-cosx-tgx) = (sen?x)’ =2senxcosx = sen2x, parax # I +kr,

f) (x*(1 +logx)) = 3x + 2xlog x,

) (COS arcsen x)/ — — sen(arcsen x) — __x
& V1-x2 Vi-x2’

h) ((logx)*) = ( log(( 1ogx)x)) — (exlog(logx))’ = (log x)* (log(logx) + logx)
1) (xsean)’ — (eseanlogx)l — xsean (2 cos 2x IOgX + %)

453 4 arctg3 x

2. a) (arctgx* — (arctgx)?) = 25 —

1+x8 1422 °
b) ((senx)?) = (e*'°8%"%) = (log sen x + L&) vlogsenx
= (logsenx + w)(senx)".
c) (loglogx)’ = xlogx

d) sensenx) __ cos(senx)cosxsenx—sen(sen x)cosx
sen x - sen? x

1 t,
e) ((arctg x)arcsenx)/ — (arctg x)arcsenx ( ogjr\/%xfx " argg;??fxz))-

3. a) f(x) = x|x| é diferencidvel em R \ {0} por ser o produto de duas fung¢des dife-
renciaveis em R \ {0}. Em x = 0, temos

x|x| =

110 = lig S = lip <o
fe(O)_lmxlxl = lim —x =0

—0- x—0 x—0*
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Como f;(0) = f/(0), a fungdo é também diferencidvel para x = 0, ou seja é
diferencidvel em R, com derivada f'(x) = 2x,se x > 0, f'(0) =0, f'(x) = —2x, se
x <0.

b) f(x) = e™* é diferencidvel em R \ {0} por ser dada pela composi¢do da fungdo
exponencial que é diferencidvel em IR e |x|, que é diferencidvel em R\ {0}. Em
x =0, tem-se f,(0) = 1 e f/(0) = —1 (justifique!), logo f nédo é diferencidvel em 0.

c) f(x) =log|x|édiferencidvel no seu dominio, R\ {0}, por ser dada pela composigao
delog, que é diferencidvel no seu dominio R* e |x| que é diferencidvel em IR\ {0}.

d) f(x) = e"Médiferencidvel em R\ {0} (como emb)). Emx =0, £;(0) = 0, f7(0) = 2
(justifique!), logo f ndo é diferencidvel em 0.

. a) log(xshx): dominio R\ {0}, dominio de diferenciabilidade R\ {0}, (log(x sh x))" =

shx+xchx
xshx

b) arcsen(arctg x): dominio [ tg 1, tg 1], dominio de diferenciabilidade |-tg 1, tg 1],
’ _ 1
(arcsen(arctg x))’ = PIEOY o N e
) % dominio R \ {~1}, dominio de diferenciabilidade R \ {-1}, (:5) = %

1+x (1+x)2°

' . (x)-f(0) - .
. fd (O) = llmx_,0+ % = llmx_,0+ ﬁ = 0,

. —fO) _ 1:
£(0) = limy- 2229 = lim, o L = 1.
(Nota: Logo f é continua mas nao diferencidvel em 0.)

. Para calcularmos as derivadas laterais, é necessario determinar primeiro f(0).
Como f é continua em 0, f(0) = lim,_, f(x). Temos

. 1 . 1
lim ex = 400, limex =0,

x—0* x—0~
logo
1+ e 1
li =1i =0-==0,
R
e portanto f(0) = 0.
(Também podiamos calcular:
1+ex e +1 1
lim f(x) = lim x = lim x =0-=-=0)
x—0* f -0t 24 6% x—0* 26_916 +1 1
Agora,
L f=f0) l4er e+l
JO=0 0 TE T T



v 1o S = f0) 1+e1'-_1
O =i T Ty

(Nota: De novo, f é continua mas ndo diferencidvel em 0.)

7. f 1R — R definida por:

0, sex =0.

) = {x2 sen (%), sex #0,

a) Para x # 0, f é dada pelo produto de duas fungdes diferencidveis: x — x
que é uma funcdo polinomial, e x - sen: que é a composta de uma funcéo
trigonométrica, diferencidvel em R, com %, diferencidvel em R \ {0}. Logo f é
diferencidvel em R \ {0}. Temos para x # 0:

1 1y -1 1 1
f'(x) =2x sen(—) + x? cos (—) - — = 2xsen (—) — Ccos (—)
X x) x X x
Nao existe lim,_,o f'(x) porque nédo existe

. 1
lim cos (—)

x—0 X

(e uma vez que lim,_,o 2x sen (%) = 0 (justifique!)).

2 1
2 sen(1)

b) lim, o ——* = lim, o xsen (%) =0.

Logo f é diferencidvel em x =0 e f'(0) = 0.

8. Usando o teorema da derivagdo da fun¢do composta, uma vez que f é diferencidvel
em R e sen também:

g'(x) = f'(senx)cosx + cos(f(x))f"(x).
Logo, dado que f(0) = f(n) = 0, temos g'(0) = f’(sen0)cos 0 + cos(f(0))f'(0) =
1'(0) + f'(0) = 2f"(0) e g'(m) = f'(senm)cosm + cos(f(m))f' () = —f'(0) + f'(m).
Entao,
§'0) + g'(m) =2f'(0) = f(0) + f'(m) = f(0) + f'(0).

9. Usando o teorema da derivagdo da fungdo composta, uma vez que f é diferencidvel
em R e arctg também,

1
14+ x2

(arctg f(x) + f(arctgx))’ = ﬁ f'(x) + f'(arctg x)
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10. Do teorema de derivagdo da fun¢do composta, para x € ]0, +oo],

’ ogXx 4 ogXx) o/ 1
@' (x) = 81989 (g(log x)) = e$108¥ ¢ (logx);.

Logo,
@’'(1) = e59¢(0).

Derivando ¢’, temos

@%w:w“%” 5 ((8/(log x))* — g/ (log x) + g"(log x)).

Logo,
() = D2 ((g/(1))* - g'(1) + 8"(1)).
11.
(g0 f)(x) =g (f(N))f (x)
= ¢'(x*e™)(dx’e™ — xte™)
= g’(x4e_x)x3e_"(4 - X).

12. a) arcsen é diferencidvel em | —1,1[ e g é diferencidvel em R, logoem ] - 1,1[, f é
dada pela composigdo de fungdes diferencidveis e é assim diferenciavel. Temos

f'(x) = ¢'(arcsen x) => £'(0) = ¢'(0) -

1
V1 — —2
b) Como g é estritamente mondétona e arcsen é injectiva, temos que f também serd
injectiva. Pelo Teorema de derivagdo da fungdo inversa,
1
f Q)

se f'(f ( —1(2) ) 0. Como f(0) = g(0) = 2, temos f7'(2) = 0, e f’(0) = 3 # 0, logo
1

FY@=

(FY @-=

13. a) Uma vez que arcos é diferencidvel em | —1,1[ e f é diferencidvel em R com
contradominio ] — 1,1[, a fun¢do composta serd também diferencidvel em RR.
Por outro lado, f é bijectiva, em particular injectiva, e arcos é também injectiva.
Conclui-se que a composta sera uma fungao injectiva.

_fw®

Temos

g'(x) =
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’ '(2)
LOgO g (2) = —\/ﬁ = -2,

Do Teorema de derivac¢do da fungdo inversa, temos agora que

v 1
)
2 22 (3))
Como g(2) = arcos(f(2)) = arcos(0) = %, temos g~' (%) =2, ou seja (¢ (%) =
1 _1
§@ T
b) O dominio de ¢! é o contradominio de g. Como f é sobrejectiva, f(R) =] -1,1[
e
D¢ = g(R) = arcos(] — 1,1[) =]0, [

Uma vez que ¢! é injectiva e continua, serd monétona, e portanto
g0 <g () <g(m)

e ¢! ndo terd maximo nem minimo. Alids, o contradominio de ¢™! é o dominio
de g, ou seja, R, e assim ¢! ndo é limitada.

X4 ,—X)\2 X_ ,—X)\2 2x —2X\__(p2X _ —2x
14. a) 1) Ch2x_8h2x2(9+e ). (ef=e™) :(e +2+e" ) —(e“*—2+e )_1.

4 4 4 -

iv) 2shxchx =2 (ex_e_xl(ex+g_x) = €2 = sh2x;

v) Dei) eiv), temos ch2x = 1 +2sh’x & sh’x = $2=1 [ ogo, sh’ (’2—‘) = chx-l

2
b) Resulta directamente da definicao.

¢) limy_, . shx =400, lim,_, o, shx = —o0, lim,_,;, chx =lim,_, . chx = +oo0.

d) shx e chx sdo continuas e diferencidveis no seu dominio R, uma vez que a
fungdo exponencial o é. Tem-se

(shx)’:(e _26_ ) _ ¢ _(2_6_ ) _ chx,
(chx) = (e Ze_ ) o7 (2_8_ ) =shx.

e) (shx)" = chx > 0 para qualquer x € IR, logo sh é estritamente crescente em IR, e
nao tem extremos.
(chx)” = shx > 0 para x > 0 e (chx)’ = shx < 0 para x < 0. Logo chx é
decrescente em | — 00,0] e crescente em [0, +oo[, tendo um ponto de minimo
absolutoem 0, ch0 = 1.

f) Temos sh : R — R estritamente crescente, logo a sua inversa argsh : R — R é
dada por, parax,y € IR,

argshx =y o x =

s -—1-2xY=0¢=
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15.

16.

17.

Como ¢Y > 0, temos

2x + V4x2 + 4
e =27 2x+ =x+ Vx2+1 e y=log(x + Va2 +1).

Para argch, é semelhante, sendo que temos de restringir chy a y > 0.

a) Verdadeira, uma vez que f sendo diferenciavel em ]0, 1[ serd também continua

em qualquer intervalo [L 1], para n > 2. Logo, pelo Teorema de Weierstrass

n+l’ n

tem méaximo e minimo no intervalo fechado [nlj, %]

b) Falsa: por exemplo, a fungdo f(x) = 1 sen Z verifica f (ﬁ) = 0e fndoélimitada
(justifique!).

1
n+1’

11
n+l’ n

c) Verdadeira: paran > 2, f é continua em [

f (l) =f (L) Logo, do Teorema de Rolle, f’ tem um zero em ]ﬁ, %[, para

n n+1

cada n € IN.

1] e diferencidvel em ] [, com

Note-se primeiro que o gréfico de f cruza arecta y = x em trés pontos sse a equagdo
f(x) = x tem trés solugdes. Seja ¢ : R — R dada por g(x) = f(x) — x. Entdo, g tem
trés zeros. Logo, do Teorema de Rolle, ¢’ tem pelo menos dois zeros e g” tem pelo
menos um zero. Mas

§')=f()-1=g") = f"(x).
Logo f” tem pelo menos um zero.

Seja f(x) = 3x* — ¢*. Entdo f é continua e diferencidvel em R. Uma vez que
lim f(x) =+co, f(0)=-1

conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que f tem um zero em | — oo, 0[. Por
outro lado,

f(1)=3-e>0, xl_i)rgof(x) = —o00

logo, de novo pelo Teorema do Valor Intermédio, f tem um zero em 0, 1[ e também
terd um zero em |1, +oo[. Conclui-se que f tem pelo menos 3 zeros.

Para vermos que ndo pode ter mais do que 3 zeros, calculamos as suas derivadas:
f'(x)=6x—¢", f'(x)=6-¢"

Como e* é injectiva, f” tem um tnico zero. Logo, do Teorema de Rolle, f terd no
maximo trés zeros.
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18. Se f(n) = (-1)", entdo f(n + 1) — f(n) = (-1)"*! = (=1)" = 2(-=1)"*1. Agora, como f
é diferencidvel em R*, é continua em [n,n + 1] e diferencidvel em ]n,n + 1], para
cadan € N. Do Teorema de Lagrange temos entdo que existe ¢, € |n,n + 1[ tal que

fin+1) - f(n)
nm+1)—n

= f’(cn) < fl(cn) = 2(_1)n+1

e concluimos que f’(c,) é uma sucessao divergente (tem dois sublimites, -2 e 2).
Como n < ¢, < n+1, temos que ¢, — +o0, logo f’ ndo tem limite no infinito (se
tivesse, f’(c,) seria convergente).

19. A fungdo g serd diferencidvel em IR\ {0} e portanto serd crescente em R* se ¢’(x) > 0
para x > 0. Temos

ﬁ( - /) &)

8'(x) = 20 e xf'(x) 2 f(x) & <f()

(note-se que x > 0). Agora, aplicando o Teorema de Lagrange a fungdo f no
intervalo [0, x], temos que, como f(0) =

9 pe

para algum c € ]0, x[. Como f” é crescente, c < x = f'(c) < f'(x).

20. Sea < 0 e b > 0 sdo as solucdes ndo-nulas de f(x) = x?, temos f(b) = b?, f(a) = a* e
também f(0) = 0. Aplicando o Teorema de Lagrange nos intervalos [a,0] e [0, b],
temos que existem ¢; € ]a,0[, c; € ]0, b[ tais que

M9 pen, 2= prea,

ouseja, f'(c1) =a <0e f'(c;) =b>0. Como f’ é continua (f é de classe C), temos
do Teorema do Valor Intermédio que existe d € ]cy, ;[ tal que f'(d) =

21. a) 75: (estritamente) crescente! em [—1,1], (estritamente) decrescente em | —
o0, —1] e em [1, +oo[, ponto de minimo em -1, ponto de maximo em 1, que sdo

absolutos uma vez que lim, .o 75 = 0, f(=1) = =1/2e f(1) = 1/2;

b) 1+ %: crescente em [-2,0[, decrescente em | — —2] e em ]0, +oo[, ponto de
minimo em —2, que é absoluto, uma vez que lim, o 1+ = 0e—1+1 = -1 < 0.

!Neste e noutros esbogos de solugao dos exercicios aplica-se, geralmente sem explicacdes adicionais,
o seguinte raciocinio muito 4til: se f é uma funcdo diferencidvel num intervalo aberto, com derivada
positiva (resp. negativa), e continua no respectivo intervalo fechado entdo f é estritamente crescente (resp.
decrescente) no intervalo fechado. Além disso o advérbio estritamente serd omitido pois do contexto tal é
geralmente 6bvio.
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<)

d)

f)

g)

h)

22. f:

b)

|x?> —5x + 6]: crescente em [2, g] eem [3, +oo[, decrescente em | — 00, 2] e em [g, 3],
pontos de minimo em 2, 3, absolutos uma vez que |x> —5x+6| >0, parax # 2,3,
e ponto de maximo em %, local uma vez que lim,_,,« [x* — 5x + 6| = +o0. (Nota:
|x?> — 5x + 6| ndo é diferenciavel em 2 e 3.)

xlogx: crescente em [e7!, +0o[, decrescente ]0,e7!], ponto de minimo em e},

absoluto.

2 L.
e™: crescente em | — o0,0], decrescente em [0, +oo[, ponto de méximo em O,
absoluto.

X L.
=: crescente em [1, +oo[, decrescente em | — o0, 0[ e em ]0, 1], ponto de minimo
em 1, relativo uma vez que lim,_,- % = —o00.

xe~*: crescente em | — oo, 1], decrescente em [1, +oo[, ponto de méximo em 1 que
é absoluto.

arctg x — log V1 + x2: crescente em ] — oo, 1], decrescente em [1, +oo[, ponto de
maximo em 1, que é absoluto.

R — R definida por f(x) = [xle"%.

2

lim,,_e f(x) = lim,_,_o —xe~ 7 é uma indeterminacgéo do tipo oo - 0. Escrevendo
2

—xe~ 7 = =3, ficamos com uma indeterminagédo do tipo 22, que podemos resolver

usando aeléegra de Cauchy:

. =X . —x)’ . -1
lim zzhm( 2),:11 =~ =0.
— X — —_ X
X——00 ex X——00 (EXT) X——00 xes

Como a fungao é par, lim,_, ;. f(x) = lim,_,_ f(x) = 0.

A funcao e‘% é diferencidvel em RR e |x| é diferencidvel em R \ {0}. Logo, para
x # 0, f é dada pelo produto de duas fungdes diferencidveis, sendo portanto
diferencidvel. Para x = 0:

e z
. xje~z . xe 7 . _2
lim = lim =lime 7 =1,
x—0* X x—0t X x—0*
| | x2 X2
. xle” 7 . —Xxe z . _2
lim = lim = lim —e 2 = -1.
x—0~ X x—0~ X x—0+

Logo, f7(0) # £,(0) e f ndo ¢é diferencidvel em 0. Conclui-se que o dominio de
diferenciabilidade de f é R \ {0} e neste caso

“(2 ! XZ
(xe‘?) =e7(1-x%), sex>0,

O e

N

X

’ 2
T) =e7(x*-1) sex<0.
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c¢) Usamos a alinea anterior.
Para x > 0:

f'(x)>0<:>e_%(1—x2)>0<:—1<x<1 Ax>0e0<x<l1,
Fr)=0ex=1,

logo f é crescente em [0, 1] e decrescente em [1, +oo[.
Para x < 0:

f’(x)>0<:>e‘%(x2—1)>0<:>(x<—1 Vx>1) Ax<0ex<-1

1 =0

logo f é crescente em | — oo, —1] e decrescente em [-1,0].

Conclui-se que 1 e —1 sdo pontos de méximo, absolutos uma vez que f(-1) =
f(1). Como f é decrescente em [—1, 0] e crescente em [0, 1], temos também que
0 é ponto de minimo, absoluto uma vez que f(0) = 0 e f(x) > 0, para x # 0.

d) Temos da alinea anterior que f tem um méximo absoluto em 1, com f(1) = ele
um minimo absoluto em 0 com £(0) = 0, logo f(R) C [0, e 2]. Como f é continua
em [0, 1], temos também, do Teorema do Valor Intermédio, que [0, e‘%] C f(R).
Logo o contradominio de f é f(R) = [0, e 2].

23. ¢:R — R definida por:

e +ax+pf sex <0,
8(x) = ‘o
arctg(e*+e*—-1) sex>0,

onde a e 5 sdo constantes reais.

a) Se g tem derivada finita em 0, serd continua em 0, logo g(0) = g(0*) = g(07), ou
seja,
g(0) =1+p = lim arctg (¢* + ™ — 1) = arctg 1 = %,

logo g = 7 — 1. Por outro lado, g é diferencidvel em 0 logo g;(0) = g/(0) e temos

c+ax+r-1-7 1
8.(0) = lim ! = lim & +a=a+1,
x—0~ X x—0~ X
arctg (¥ +e*-1)-Z X _ oo
£;(0) = lim B ) 1 = lim ¢ ¢ =0
x—0* X =07 (X +e*—1)

(onde se usou a Regra de Cauchy na indeterminagéo 2) logo a = —1.
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b)
. . T
lim ¢(x) = lim ex—x+Z—1:+oo

lim g(x) = lim arctg(e* +e™ —-1) =
X—+o00

X—+00

N[

(Justifique!).

c) g édiferencidvel em R (justifique) e

@) -1 sex <0,
g X) = X
Trerep  SeX > 0.

d) Temos para x < 0: ¢g’(x) = ¢ —1 < 0 para qualquer x < 0 e ¢’(0) = 0. Logo g é
decrescente em | — o0, 0].

eX—e” X -x 2x A
e Oeoef>e* o e™>16 x>0 Logogé

crescente em ]0, +oo[. Conclui-se que 0 é um ponto de minimo, absoluto usando
a continuidade de g em 0.

X

Para x > 0: ¢'(x) =

e) Daalinea anterior temos que ¢(0) = § € um minimo absoluto, logo g(x) > 7} para
qualquer x e g(R) C [%, +00[ . Por outro lado, lim,_,_., g(x) = +00 e g é continua
em ] — o0, 0]. Conclui-se do Teorema do Valor Intermédio que [%, +oo[ C g(R).
Logo o contradominio de g é g(IR) = [%, +oo[.

24, f(x) = |x|e”™ 1.

a) limy o f(x) = lim,—,_e —xe*~! é uma indeterminagédo do tipo o - 0. Escrevendo

—xe*! = ££ temos uma indeterminagdo do tipo £ a que podemos aplicar a
e [o¢]
Regra de Cauchy:
. =X o —1
lim — = lim =0.
x——co gl—X x——0c0 —pel—x

Da mesma forma,

lim f(x) = lim xe™*' = lim
X—+00 X—+00

b) A funcéo é diferencidvel em R\ {0, 1} por ser dada nesse conjunto pelo produto
de duas funcdes diferencidveis: |x| diferencidvel em R \ {0} e e™*~! diferenciavel
em R \ {1} (por ser a composta de duas fungdes: exponencial diferencidvel em
R e |x — 1| diferenciavel em R \ {1}). Em x = 1:

—[x—1| —x+1
. xe -1 xel—1
lim ——— = lim ——— = lime x”(l—x) =0
x—1* X — x—1* x—1 x—1+t



(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeterminagéo 3) e da mesma
forma,

= lim ——— = lim " (1 +x) = 2.

x—1- X — —1- x-1 x—1-
Logo, f;(1) =0 # f/(1) = 2 e f ndo é diferencidvel em 1.
No ponto 0, pode ver-se (justifique!) que f;(0) = ™! # f/(0) = —e”', logo f nao
é diferencidvel em 0, e o seu dominio de diferenciabilidade é R \ {0, 1}.

(xe—xﬂ)f — e—x+l(1 — x), sex>1,

f/(x) =4 (et = e 11 + x), se0<x<1,
(=xe* 1) = - 1(1+x), sex<0.
c) Temos (justifique!): f’(x) = 0 & x = -1, estudando o sinal de f’ e usando a

continuidade de f,

e f crescente em ] — oo, 1] eem [0, 1],

o f decrescente em [-1,0] e em [1, +oo].
Logo, —1 é ponto de maximo, 0 é ponto de minimo e 1 é ponto de maximo. Como
f(0) =0e f(x) > 0 para x # 0, 0 ¢ minimo absoluto. Por outro lado, f(1) =1e
f(=1) = e2<1, logo 1 é ponto de maximo absoluto, e consequentemente, —1 é
ponto de maximo relativo.

d) Da alinea anterior, temos que 0 = f(0) é minimo absoluto de f e 1 = f(1) é
maximo absoluto de f. Logo f(R) c [0,1]. Como f é continua em [0, 1], do
Teorema do Valor Intermédio, [0,1] € f(IR). Logo o contradominio de f é

f(R) =[0,1].
25. f(x) = x + 2arctg|x].
a)

lim f(x) = xl_i)r_nmx + 2arctg|x| = xl_i)r_rlox + 7T = —o0.

X——00
lim f(x) = lim x4+ 2arctg|x| = lim x 4+ 7t = +oo.
X—+00 X—+00 X—+00

b) A funcdo arctg é diferencidvel em R e a funcao |x| é diferencidvel em R\ {0}.
Logo, para x # 0, arctg |x| é dada pela composicdo de funcdes diferencidveis, e
é portanto diferencidvel em R \ {0}, e também o serd f(x).

Quantoa x = 0:

X + 2arctg |x 2arctg x 2

fé(O):lim—gH:hm1+—g:1+lim =3
x—0* X x—0+ X x—0+ 1 + x2

(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeterminacdo do tipo 3
2arctgx
—==.

resultante de lim,_,o+ ) Por outro lado,

x + 2 arctg |x 2 arcte(—x -2
jfg(O):hm—‘gll:hmH—g():Hhm - 1.
x—0~ X x—0~ X x—0- 1 + x2
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26.

27.

Logo, como f;(0) # f,(0), f ndo é diferencidvel em 0.
Conclui-se que o dominio de diferenciabilidade é R \ {0}. Temos

f’(x):{l—i_%"z' sex >0,

1-125, sex<0.

c) Parax >0, f'(x) =1+ % > 0 para qualquer x, logo f é crescente em ]0, +oo[.

2_
Parax <0, f'(x) =1 - 1% = =3 Temos

f)=0ex*-1=0Ax<0ex=-1,

e, como 1+ x* >0, f/(x) > 0 para x < —1, ou seja, f é crescente em | — 00, —1], €
f'(x) <0para—1<x <0, ouseja f é decrescente em | —1,0I.

Conclui-se assim que —1 é ponto de méximo, relativo uma vez que lim,_, . f(x) =
+00. Por outro lado, como f é continua e decrescente em ] — 1,0[, crescente
em ]0,+oo[, temos que 0 é ponto de minimo, de novo relativo uma vez que
lim,,_o f(x) = —oo0.

d) Temos lim,_,_« f(x) = —c0 e f(0) = 0, e temos um maximo relativo em —1 com
f(=1) = =1+2arctgl = -1+ 7 > 0. Como f é crescente e continua em | — oo, —1]
temos que, pelo Teorema do Valor Intermédio, f(]—oo, —1]) = ]—oo, -1+ %] Por
outro lado, como f é decrescente e continua em [-1, 0] temos que f([-1,0]) =

[0,-1+ 2] Logo f(1—o0,0]) = |-o0,-1 + £]
Do teorema de derivacdo da fung¢do composta,

(M) = (2tg(g(x)) - ()’
= (2+2tg% (§(0))g'(v) — §'(x)
= §'()(2tg* (8(x)) + 1).
Logo ¢’(0) = 0. Como g’'(0) = 0 e ¢’ é estritamente mondtona, temos que ¢’ muda
de sinal numa vizinhanga de 0 (se g’ é crescente, ¢'(x) < g'(0) = 0, para x < 0
e ¢'(x) > 0 para x > 0) e portanto, como 2tg?(g(x)) + 1 > 0 para qualquer x, ¢’

também muda de sinal numa vizinhanga de 0. Conclui-se que ¢(0) é extremo de
@ (minimo, se g’ for crescente).

a) Como xf’(x) > Oparax # 0, temos que parax > 0, f'(x) > 0, ouseja f é crescente
em ]0, €[, e parax <0, f'(x) <0, ou seja f é decrescente em | —€,0[. Como f é
continua em 0, 0 € um ponto de minimo local.

Se f é diferencidavel em 0 entdo f'(0) = 0, uma vez que 0 é ponto de extremo.

b) Por exemplo, a fungdo f : ]-1,1[ — R tal que

f(x):{1+x2 sex <0,

X2 sex > 0.
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é diferencidvel em R \ {0}, com f’(x) = 2x, e satisfaz xf’(x) > 0 para x # 0. Mas
0 ndo é ponto de extremo, uma vez que para x < 0, f(x) > f(0) e para x > 0,

flx) < £(0).
28. a) lim, o =% ¢ uma indeterminagéo do tipo 2. Pela Regra de Cauchy:

a - b

lirr(} " zlin(}loga-ax—logb-bx zloga—logbzlog%. (4.1)

log(f:ex) é uma indeterminacao do tipo 2. Pela Regra de Cauchy (duas

b) lim,
vezes):

. log(x +¢) . 1+€ , e*

lim — = lim = lim =1

x—+00 X x—+00 X + X x—+o00 ] 4 X

c) lim,(logx - loglog x) é uma indeterminagdo do tipo 0 - co. Escrevendo

loglog x
Tog

limlogx - loglogx = lim

x—1 x—1

temos uma indeterminacédo do tipo <, e pela Regra de Cauchy,

loglogx . @
_ = m

_1 x—1 — 1
log x xlog” x

lim
x—1

=lim —-logx = 0.

x—1

. ~-1/x . . ~ .
d) lim, - % é uma indeterminacdo do tipo % Escrevendo

e 1l/x 1

. . x
lim = lim —,
x—0t X x—0t el/x

temos uma indeterminacédo do tipo <, e pela Regra de Cauchy,

1 -1 1

. . 2 .
lim — = lim —— = lim — =0.
=0+ el/x =0+ _lzel/x =0+ el/x
X

e lx o . lifi
a0 sunplirica a

(Nota: a Regra de Cauchy aplicada directamente a lim,_,¢-
questdo. . .)

e) lim,_,o- % = lim,_,o- %e‘l/" = —00:+00 = —00,
(Note que a Regra de Cauchy nio é aplicavel!)

f) lim,_,+ x1°81°6¥ ¢ uma indeterminagéo do tipo 1%. Temos

. . loglog x . :
lim xloglogx = lim elog(x ) = lim eloglogxlogx — ehmx_)ﬁ loglogxlogx_

x—1* x—1+ x—1+
Agora, de c), lim,_,;+ loglog xlog x = 0 logo

lim x'o8lo8* = ¢0 = 1,

x—1+
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29.

30.

31.

g)

b)

b)

. 1, . . ~ .
lim,_, ;.o =1 é uma indeterminacao do tipo o°. Temos

1
. a1 .o (xm) . ~ a1
Lim x= = lim e ® = lim e#1198% = pliMyoreo =7 logx

x—+00 x—+00 X—+00

. 1 EERT logx . . ~ . oo
Agora, lim, .o 7 logx = lim, ;. —2 € uma indeterminagdo do tipo 2 e

aplicando a Regra de Cauchy,

log x 1
lim & = lim - =0
x—+00 X — x—+o00 X
Logo,
) 1
lim x¥=7 =¢’ =1
X—+00

lim,_, 10;;_5;( = log2 (ver 4.1).

. x?sen i . x 1
lim, o+ ——* = lim, o+ 2~ -xsen . =1-0=0.

30 existe li (%se03)' 1000 a Regra de Cauchy nao é aplicével
(Note que nao existe lim,_o+ “-~ logo a Regra de Cauchy néo ¢é aplicavel.)

(o]
P

lim,,+ 2 é uma indeterminagdo do tipo Aplicando a Regra de Cauchy

(duas vezes):
2x log2-2* ’ (log2)? - 2*

111’1'1 —_- = hm — =1llm — =+
xX—+00 X X—>+00 X X—+00 2

. X .
limy -0 & =lim, o 2 =0-0=0.

lim, 0+ (sen x)*"* é uma indeterminacdo do tipo 0°. Temos

lim (sen x)Senx — ehmx_>0+ senxlog senx
x—0*

. . logsenx . . ~
Temos que lim,_,+ senxlogsenx = lim, - —=— é uma indeterminagdo do

senx

tipo <. Aplicando a Regra de Cauchy

. logsenx L )
Iim ———— = lim = lim senx = 0.
x—0* 1 x>0+ S5 x—0+
senx se!
Logo
lim (senx)*"* = €% = 1.
x—0*

1 : . :
lim,_, ;o (log x)* é uma indeterminagéo do tipo o°. Temos

1 .
lim (logx)* = glims oo § loglogx
X—+00
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. 1 1 loglogx . . . ~ . o
Agora lim,_,, ; loglogx = lim,_,,,, =2~ € uma indeterminagéo do tipo £ e
temos ool
oglogx . 1
m 08081 _ lim =0
Xt X x—+eo x log x

logo lim,_,,« (log x)% =1.

32. a) lim, ;o xsen =1 (justifique!).

b) lim,_x (tg x)®% = 71 (justifique!).

33. lim,_,o x*"* é uma indeterminacdo do tipo 0°. Temos que

sen x log x lim,_,o sen x log x

lim x*¢™* = lime =¢

x—0 x—0

Vamos calcular lim,_,j sen x log x, que é uma indeterminacdo do tipo 0 - co. Escre-

logx . . N .
vendo senxlogx = =% ficamos com uma indeterminagéo do tipo £ e podemos

senx

usar a Regra de Cauchy:
1
log x b
lim = lim —
Y0 1 Y0 — coszx
senx sens x

. sen? x
= lim -

x—=0 XCOSX
senx senx

=-1-0=0.

=lim—
x—0 X COs X

Logo, lim,_g x*"* = ¢¥ = 1.
Pela definicdo de limite, como % — 0, temos agora

sen%
lim (l) =1.
n

34. a) f(x) =e™: f'(x) = 2¢*, f"(x) = 4e¥, f”(x) = 8¢*". Logo a férmula de Taylor de
ordem 2 relativa ao ponto 0 sera

em que ¢ estd entre 0 e x. A férmula de Taylor, de ordem 2, relativa ao ponto 1

sera

f+ pe -1+ w2 Z 80y

4,
=e® +2%(x — 1) + 2e*(x — 1)* + 5629(x - 1),
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em que ¢ estd entre 1 e x.

f(x) =log(1 +x): f'(x) = 75 +x, f"(x) = — +x)2, 7" (x) = a +x)3 Logo a férmula de
Taylor de ordem 2 relativa ao ponto 0 serd

PO SOy Lo 1 1

em que & estd entre 0 e x. A férmula de Taylor de ordem 2 relativa ao ponto 1
sera
, //(1) ///(E)
f(1)+f(1)(x—1)+fT(x—1) +f (x—1)°

1 1 1 1
= lng + E(X - 1) - g(x - 1)2 + gm(x - 1)3
em que ¢ estd entre 1 e x.
f(x) = cos(nx): f'(x) = —msen(mnx), f”’(x) = —n?cos(nx), f”(x) = 7 sen(mx).

Logo a férmula de Taylor de ordem 2 relativa ao ponto 0 sera

7’ " 2 3
F(0) + f/(O)x + f ( ) 4! 355) 31— 7; 2+ % sen(ré)x,
em que & €]0,x[ ou & €]x, 0[. A férmula de Taylor de ordem 2 relativa ao ponto
1 sera

f//( ) f///(é)
3!

— 2 2 7—(3 1 3

=-1+ ?(x -1+ r sen(rté)(x — 1)

fO+FMx-1)+——x-1)7+ (x=1)°

em que & estd entre 1 e x.
b) f(x) = e*: para x €]0, 1[, temos também & €]0,1[ e

4 4¢?
3 <5

f(x) =log(1 + x): para x €]0, 1], temos também & €]0,1[ e

1 1 4 1
= x| < =,
31+ |73

f(x) = cos(mx): para x €]0, 1[, temos também ¢ €]0,1[ e

. 7
3 sen(ré)x®| < ?
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36.

37.

38.

39.

A férmula de MacLaurin da fun¢do exponencial, de ordem 2 é dado por

2
ex:1+x+x?+r2(x), Vx € R,

em que 7p(x) = g—f x>, com & entre 0 e x. Entdo, para x € [0,1] temos

x2
> _[1_ A
er-(1-x+ 3 -

Sendo a exponencial uma fung¢do indefinidamente diferencidvel, em IR, temos que
¢ é uma funcdo de classe C> num vizinhanga de 0 com

g(x) o f(ex)’ g/(x) — f/(ex) ex’ g//(x) — f/ (ex) ex + f/l(ex) €2x.
Em particular temos
=f1),  gO=£710), g"O)=fO+f"(1D)

Atendendo ao polinémio de Taylor de f, de ordem 2, relativo ao
ponto 1 obtemos f(1) =2, f'(1) = =1, f”(1) = 4 e consequentemente

//() 2

—£

e s_1_1
@)= b <5 =2

=2- x+3x

8(0) + g O)x + 5= -

é o polinémio de Maclaurin de g, de ordem 2.

Nas condi¢des dadas, f € C"(R). A férmula de MacLaurin de f, de ordemn —1 é
dada por

ORI i

(n — 1)' x4 ra-1(x), VxelR.

f) = fO) + fO)x + ——

Sendo f™(x) = 0, para qualquer x € R, a férmula do resto de Lagrange permite
concluir que

f (”)

nl()—

=0, para qualquer x € R,

em particular que f é um polinémio de grau menor que 7.

Dado que f € C*(I) a férmula de Taylor de f, de ordem 1, relativa a um pontoa € [

é
f 2(5) (x—a)*, VYxel,

fx) = f(a) + f'(a)(x —a) +
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4].

42.

em que ¢ estd entre a e x. Tomando h > 0 temos, parax =a +h,

far =@ _ oy SE,
eparax=a—h
ﬂa_h; @ o f;&)h

em que &1, & €]a — h,a + h[\{a}. Resulta da igualdade

fla+h)=2f@a)+ fla—h) _ f"(&)+ (&)
h2 B 2 ’

do facto de &;,& — a4, quando ' — 0, e da continuidade de f” no

ponto 4, o limite
+h) -2 + —h
%zi—>0 e ];1(261) il = f"(a).

Dado que f € C*(RR) temos

’ 2 ’” 2 ’ 2(1 -3 4)
f'(x) = (arctgx?)’ = rxle, f(x) = (1 +xx4) = (1 +x43;2
7 3 i — 5
f (X) = 8x° (1x+ x4)3'

Sendo 0 o dnico ponto critico de f, ou seja solucdo de f’(x) = 0, a segunda derivada
f£”(0) =1 > 0 mostra que f tem um minimo no ponto 0. Atendendo a que f(0) =

e f é ndo negativa 0 é um minimo absoluto.

Os pontos de inflexdo de f sdo as solugdes da equacdo f”(x) = 0, neste caso +

Tal facto decorre de f ”’(i%‘é) # 0.

i

Dado que f € C*(RR) temos
flx)= @™ =x@d-x)e™, f7(x) = x*(12 - 8x +x%)e™,

f7(x) = x (24 — 36x + 12x* — x°) e,
FO(x) = (24 — 96x + 72x* — 16x° + x*) ™
Os pontos criticos de f, i.e. as solugdo de f’(x) = 0, sdo 0 e 4. A funcao é
estritamente crescente no intervalo ]0, 4] e estritamente decrescente nos intervalos

]—o0,0[ e ]4, +oo[ porque, em tais intervalos, a funcédo f’ é, respectivamente, positiva
e negativa.
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A segunda derivada f”(4) = —64¢™* < 0 mostra que f tem um méximo local no
ponto 4, enquanto que as derivadas de ordem 3 e 4, f®(0) = 0, f¥(0) = 24 > 0
revelam que f tem um minimo local no ponto 0.

Os pontos de inflexdo de f sdo solugdes da equagdo f”(x) = 0, neste casoem 2 e 6.
Tal facto decorre de f¥(2) = —16e2 # 0 e f©(6) = 48¢7¢ # 0.

Os limites de f em *oco existem, em IR, e sdo dados por
4

lim f(x) = lim ¥*e*=+c0 e lim f(x)= lim = =0.
X—+00

X——00 X——00 x—+oo X

O gréfico de f pode agora ser esbocado:

f(x)
10+
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