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Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

1. Considere os seguintes subconjuntos de R:

A:{xGR:x2>x—2’_1}, B={zeR:|z—-1=2]z|}, C:(AUB)Q[—TF,l].

a) Identifique os conjuntos A e B e mostre que

AUB}oo,l} U{l}u[1,+oo[.

2 3
Resolugao:
1
$22%©2m2—x—120
pelo que A =] — 0o, —1] U [1, +o0[. Por outro lado,

1
|x—1|:2|m|<i>a:—1=2x\/m—1:—2x<i>a:=—1\/x=§,

logo B = {—1, %} Entao,
1

AUB}OO,;} U{3}U[1,+oo[.

b) Determine, se existirem em R, o supremo, o infimo, o maximo e o minimo de C e de C'\ Q.

C=(AUB)N {—m ;] = {‘”’_;] . {;}

1
supC:méXC'ZE , infC =minC = —n

Resolucao:
Atendendo a que se tem

vem

supC\Q:—% , infC\Q=minC\Q=-n

e o conjunto C'\ Q ndo tem méximo.
c¢) Decida, justificando, se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(i) Toda a sucessao de termos em C' tem um sublimite.
Resolucao:
Proposigdo verdadeira; o conjunto C' é limitado e toda a sucessdo limitada tem, pelo menos, um
sublimite (Teorema de Bolzano-Weierstrass)

D%, = 0.

(ii) Se (uy) é uma sucessao de termos em C' entdo lim
Resolucao:

Proposicao verdadeira; o conjunto C' é limitado logo a sucesséo (—1)"u, é limitada. Como lim% =

0,vem lim (_Tll)n Uy = lim[(—l)"un}% =0.

2. Considere a sucessao (a,,) definida por

a1:2,
an+1:2—ai” , sen>1.



a) Use indugdo matemdtica para mostrar que os termos da sucessido verificam 1 < a, < 2, para todo o
n € N.
Resolucao:
(1) Como 1 < a; =2 < 2, o resultado é verdadeiro para n = 1.
(2) Admitindo, por hipétese de inducdo, que o resultado é vélido para n, provemo-lo para n + 1. Ora,

1 1 1 1 1
—§1:>—1§——§—§:>1:2—1§an+1:2——§2—7:;§2

1
1< -
¢ 2 2% Qnp an 2

3

IN
[N}
I

o que termina a demonstracao.

b) Mostre que (a,) é uma sucessao decrescente.
Resolugao: Tem-se, para todo o n € N,
1 —a? +2a, — 1 (@, —1)?

U1 =y =2 — — —ay = - <0
(025 Qn, An,

c) Justifique que (a,) é convergente e calcule o limite.
Resolugao: A sucessdo ay,, é limitada (alinea a)) e monétona (alinea b)), logo é convergente. Designando
por a = lima, e atendendo a que a,; é subsucessao de a,, conclui-se que, também, a = lima,1.

Assim,
1 1 22 1
1iman+1:2—1im—©a:2—f@ﬂ:

0e(a—1)2=0sa=1.
Gnp a a

3. Calcule (em R) ou mostre que néo existem os seguintes limites de sucessoes:

DI —n! 242 4(-1)" / 2 1 "
lim 7@—’_ )= n , lim +2vn+4(-1) , lim §{ nte , lim Ztsentn’) sen(n )
n!(2n+1) 3 —2n2 147 vn

Resolucao:
(n+Dl—n  CED_g o1 1
m-———>——— =lim—2>——— =lim = lim T =z
n!(2n+1) 2n+1 2n+1 2+~ 2
(=)™
im = lim =——
3 —2n2 n% -2 2
Pondo a,, = {jr—tfn, vem

. Qpy1 .. (n+3)(1+7") . (n+3 147" ) L +1 1+ 32 1
1 :1 :1 :1 us n — —
e T e 2 -\t e T I )12 T

n

e, portanto,

.. nt2 1

lim 4/ =—

1+7 =
Finalmente e uma vez que 1 + sen(n™) é sucessao limitada e ﬁ é um infinitésimo, conclui-se que
1+ sen(n™)

lim NG

=0.

4. Considere a funcao f: R\ {5} — R tal que

arctg(x — 1), sez <0,
f(z) =  xsenw, se0 <z <3,

S—T s
ez N se:z:>§.



a) Calcule, se existirem em R, lim,_,_~ f(x) e lim,_, o f(2).

Resolugao:
. . 7r
mgriloof(x) = zgrfoo arctg(x — 1) = b
AP = g et =0

b) Calcule, se existirem em R,

lim f(x), lim f(x), lim f(z), lim+ fx)

r—0— z—0t I~ z—Z

Resolucao:
™
li =1l tg(z — 1) = —— li = i =0
Jim flo) = i asctgla—1) = =3 i f(o) = liy wsens
lim f(xz)= lim rsenz = ~ lim f(z)= lim e % =1.
=57 T35 2 x%%‘*’ z%%*’

c) Serd f prolongével por continuidade ao ponto x = 7? Justifique.
Resolugao:
f nao é prolongdvel por continuidade ao ponto x = 7, dado que limzﬁgf f(z) # limIH%Jr f(z).

d) Indique o contradominio de f.
Resolugao:
Do T. do Valor intermédio e das alineas anteriores, sabemos que

I R I (5 I O3 T

Entao, o contradominio vem
m T T m
FE{3)) =33l 5]
n—1

5. Seja f uma fungao real, definida e continua no intervalo [0, 1]. Seja (a;,) a sucessao de termo geral a,, = *—=
e suponha que

VneN  f(an)f(ans1) <O.

Mostre que f(1) = 0.
Resolucao:

A sucessdo (o) é convergente e lim o, = 1; como f é fungéo continua no ponto 1, sabemos que lim f(ay,) =
f(1). Uma vez que ap41 é subsucessao de ay,, também f(ay41) é subsucessdo de f(ay,) e, portanto,
lim f(a,) = lim f(an+1) = f(1). Por hipétese, tem-se

YneN  f(an)f(ans1) <O.

donde se conclui que

lim [ () fans1)] = (F(1))> <0

e, consequentemente, f(1) = 0.



