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INSTITUTO
SUPERIOR
TECNICO

Calculo Diferencial e Integral I
1° Teste

Campus da Alameda 9 de Abril de 2011, 13 horas

LEIC (Prova A)

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

1. Considere

a)

)

“z—1)

e
A:{J;ER: - 20}, B={zeR: |z—-1| <1}, C =B\ A

Escreva cada um dos conjuntos B e C sob a forma de intervalo ou reuniao de intervalos e
mostre que A =]—2,1]U]2, +o0l.

Resolucao:

Dado que e” > 0, para todo o x € R tem-se

e*(x —1)

5 208 (@-120A2"-4>0)V (2 -1<0A2" —4<0)

SE>1lAn(z<-2Ve>2)V(e<IA-2<z<2)erec]|-21U]2 +ool,
pelo que A =]-2,1]U ]2, +o0].
lr—1<le-1<z-1<1<0<zx<2

e B =[0,2]. Finalmente, C =]1,2].

Determine, se existirem em R, inf A, sup A, min C, inf(A N B), max(B \ Q).
Resolucao:

inf A = —2; A nao é majorado, logo nao existe sup A,

nao existe min C (1 € C); inf(AN B) = inf [0,1] = 0;

nao existe max(B\ Q)(2 ¢ B\ Q).

Decida justificadamente se sao verdadeiras ou falsas as seguintes afirmacoes:

(i) Toda a sucessao decrescente de termos em A NR™ é convergente.

Resolucao:
Verdadeira: ANR™ é um conjunto minorado e toda a sucessao decrescente e minorada
é convergente.

(ii) Toda a sucessdo de termos em B tem uma subsucessdo convergente.
Resolucao:
Verdadeira: B é um conjunto limitado e toda a sucessao limitada tem , pelo menos,
um sublimite (Teorema de Bolzano- Weierstrass).

(i) Toda a sucessdo estritamente crescente de termos em B converge para 2.
Resolucao:
Falsa: por exemplo, a,, =1 — % é sucessao crescente, de termos em B e tende para 1.

2. Calcule ou mostre que nao existem (em R) os seguintes limites de sucessoes:

5™ —n! R 1+en
lim>— " lim (1 - 7) . lim
1+7n n?2 n?



Resolucao:

5" —n! 2
lim - lim 1”! = = —00
147 Py
2 2
TN\ —+1 T T\
1im<1——) zhm(1——) (1——) —e T
n? n2 n2
Com a,, = %, consideremos
1+ ‘n+1 2
lim &L 1) Iy = +e n _
im —— = lim Tron = lim 4 =e
an, 3 o+ 1\n+1
pelo que

. n 1 + en
lim {/ s =€
n

3. Considere uma sucessao (ap)nen definida por

ay = m,

Ant1 = nLHan, sen > 1.
a) Use indugdo matemdtica para mostrar que a,, > 0, para todo o n € N e conclua que

Ap+1
an,

V>3 <1

Resolucao:

Sen =1, tem-se a3 = > 0.

Supondo, por hipdtese de inducao, que a,, > 0 é imediato que a, 1 =
pois que a, > 0, para todo o n € N.

T

T 0n > 0. Provamos

Entao,
Gn+1 0 7r
= < = <1,Vp>3.
an n+1~ 4~ n23
b) Justifique que (a,) é convergente e mostre que lim a,, = 0.

Resolugao:
Da alfnea a), sabemos que

Ap+1

vnz?) S l& Ap+1 S (079

n

e a, é sucessao decrescente (a partir da ordem n = 3); como é minorada, concluimos que
a, € convergente. Se a = lim a,,,

a =limay,4+; = lim a, =0

s
n+1
¢) Use indugdo matemética para mostrar que

n

™
vnEN Ap = -
n

Resolucao:



Sen =1, tem-se a; =7 = .
. ’ . ~ 7T’Vl
Por hipétese de indugao, a, = 77, logo

T T oo antl

nt 1T nrinl (n+ 1)V

Ap4+1 =

Concluimos que o resultado é vélido para todo o n € N.

4. Calcule ou mostre que nao existem (em R) os seguintes limites

. xz(zr—e) . x?cosx? +1
lim —————, lim ————
z—e sen(z — e) ztoo 2 — g3
Resolugao:
Uma vez que lim, o 7> =1,
lim 7:5@ —°) = lim L +ely =e

z—esen(r —e) y—0 seny

Dado que limg,_, # = 0 (produto de um infinitésimo por uma funcdo limitada),

cos 22 + 1

5. Considere a funcao real de variavel real f tal que

1
41

f(z) = ¢ arcsenz  se—1<z<1
log(x —1) sex>1

arctg sex < —1

a) Calcule (se existirem em R) lim,_, o f(2), limz—1 f(2) € limg 400 f(2).

Resolugao:
lim f(x) li t L 0
im f(zr)= lim arctg—— =0.
T——00 T——00 gx—‘,—l
0
A S =l aresene =g, T (o) = g Joglw = 1) = =eo,

logo, nao existe limite de f no ponto = = 1.

lim f(z) = lim log(z —1) =400

r—+00 r—+o0
b) Estude f quanto a continuidade. Serd f prolongdvel por continuidade ao ponto x = —17
Justifique.
Resolugao:

f é continua em R\ {—1,1}: em |—o0o, —1[ é composta de uma funcado racional com a fungao
arcotangente ; em |—1,1[, f(z) = arcsenz e em |1,4o00[, f é composta de uma funcdo
polinomial com a func¢ao logaritmo.

como vimos, ndo existe limite de f no ponto x = 1, pelo que f nao é continua no ponto 1.

Finalmente,
i () i + 1 T I () i T
im z)= lim arctg——=—— im z)= lim arcsenx = ——
r——1— r——1— & x+1 2’ r——1t r——1+ 2
o que mostra que existe lim,_,_1 f(x) e f é prolongdvel por continuidade ao ponto x = —1.



6. Seja (b, )nen 0 termo geral de uma sucessio de termos em RY. Prove que:

a) Se lim % = «a < 1, entdo a sucessao (b,) é convergente e limb,, = 0.
Resolucao:
Da definicao de limite de uma sucessao, tomando e =1 — a > 0,

b
EIpeN Vnen n>p=>72+1<a+6:1
n

e como b,, > 0,
Jpen VneN n>p=by1 <b,

Entao, b, > 0 é sucessdo decrescente (a partir de certa ordem) e é minorada, logo é conver-
gente. Se b =1limb,, tem-se b > 0 ; se b > 0,

. bn+1 b
1 =-=1=a<1
im b, b !
o que é absurdo. Assim, b = 0.
b) Se limbzé =« > 1, entdo limb,, = 4o0.
Resolucao:
Tomando a,, = i (n € N), vem
b 1
lim 22 = i 2 = 2 <]
an bn+1 «

Da alinea a), concluimos que lima,, = 0 e porque b,, > 0, lim b,, = +00.



