Célculo Diferencial e Integral I

LEAmb, LEMat, LQ, MEB, MEEC, MEQ
2° teste / 1° exame - 7 de Janeiro de 2008

duracao: 2° teste: 1:30 / 1° exame: 3:00

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

Para resolver o 2° teste responda apenas aos grupos III e IV.

(4.5 vals.) I. Considere os seguintes subconjuntos de R:
)
A:{xeR:—;x>|x—1|}a B:{xeR:e(w2)>l}.

a) Mostre que AN B =]-1,0[U]0,7][.

Conjunto A:
Caso x — 1 > 0, ou seja, x > 1:

5 5 7 —
Jr36>9c—1 = %—x+1>0 & —x>0 S o< T,

Casoxz — 1 < 0, ou seja, z < 1:

5+ 5+x 3+ 3x
>—ax+1 & T+x—1>0 & 5

>0 & 142>0 < z>-1.

Logo A=]-1,1[U[1,7] =]-1,7[.
Conjunto B: ,
) >1 o 22>0 & z#£0.

Logo, B =R\ {0}.
Portanto, AN B =]-1,7[\ {0} =]-1,0[U]0, 7[.

b) Indique (caso existam em R),

min 4, supA, max(ANB), inf(ANBNRY), sup[(AnB)U([R\Q),

min A nao existe, supA =7, max (A N B) nao existe,

inf(ANBNR") =0, sup[(AN B) U (R \ Q)] nao existe.

c¢) Diga, justificando, se cada uma das proposigoes seguintes é verdadeira ou falsa:

(i) Toda a sucessao estritamente crescente de termos em A N B tem limite em R™.

Falsa. Um contraexemplo: u,, = —%. Todos os seus termos estao em AN B, é estritamente crescente
eu, —0¢RT.

(ii) Toda a sucessao de termos em A N B tem pelo menos um sublimite.



(3 vals.)

(2.5 vals.)

Verdadeira. Como AN B é um conjunto limitado, qualquer sucessao u,, de termos em AN B é uma
sucessao limitada. O teorema de Bolzano-Weierstrass garante entao que u, tem pelo menos uma
subsucessao convergente e, portanto, tem pelo menos um sublimite.

(iii) Se x, é uma sucessao mondtona de termos em AN B, entao (cosz,) é uma sucessao
convergente.

Verdadeira. Se x, é uma sucessao monotona em A N B entao, além de mondtona ela é limitada.
Entao, como qualquer sucessao limitada e monodtona é convergente, x, é convergente. Como a
funcao cosseno é continua em R, se x,, — a entao cosx,, — cosa.

II. 1. Calcule (caso existam em R):

M 41 , (n+1)! n! , 2 \V"
lim EETRTRE lim [log R log mail’ lim |1+ ﬁ .

=0-1=0.

M _n+1 2\"1— &+
lim Zontl = lim <> LN

3" + n? 3 1"‘%21

HI(2 1
(n+ >2( ‘n—i— ) = lim log
n4n! n

. 1 1
= lim log (1 + > (2 + > = log 2.
n n

2 \V"
Iim(1+ — =e2.
NLD

n+1)! n!

(n+1)(2n+1)
2

] = lim log

2. Considere a sucessao a,, definida por

a) Mostre que, se n > 2, entao a, € )0, 1] .
Paran =2: ag = (14— = % Logo, as € ]0,1] é verdadeira.
Admitamos agora, como hipétese de indugao, que para um natural n > 2, a,, € |0, 1[. Entao,

Gn
1+ a,

Ant1 = >0, dado que a, > 0.

Por outro lado,
an,

<1.
1+ ap

O<a,<l4+a, =
Logo, an+1 € ]0,1[. Isto prova que

V>2  (an €10,1[ = apt+1 €]0,1]) .
Fica assim provado por inducao que

Vnzg an € ]0, 1[ .



(1.8 vals.)

b) Prove que a,, é mondtona decrescente.

Como a, > 0 para todo n € Ny temos

2
Qnp, a,
a —ap = ———— — <0
n+1 n 1+an n 1+an

c¢) Justifique que a, é convergente e calcule lima,, .

Pela alinea a) sabemos que a, é uma sucessao limitada (minorada e majorada). Pela alinea b)
sabemos que a, ¢ mondétona. Como qualquer sucessao mondtona e limitada é convergente, conclui-
mos que a,, € convergente, ou seja, existe [ := lim a,, em R. Entao, como a,, > 0, para todo n € Ny,
temos

an, l
limap41 =1i l=— I(l+1)—-1=0
1M Gp41 1m1+an & & (1+1)

—
o~

Para o 2° Teste responda apenas as questoes desta pagina

IIL 1. Calcule (caso existam em R):

) 1 ) . arcsen(x — 1)
1 x | I z lim ——m—~
xir(r)l+(cos x)=, x—1>r—0{loo( ogx)®, zLHi 1

O primeiro limite, na forma em que estd escrito, é uma indeterminacao do tipo 17°>°. Como, para
z >0,

1 log(cos x)
x

(cosz)e =€ =
. log(cosz . . . ] :
e hm+ M é uma indeterminacao do tipo %, usamos a regra de Cauchy para esta indetermi-
z—0 X
nacgao. De
. log(cosz))’ . —senzx 0
lim M: lim =—- =0,
z—0+ (x) z—0t COST 1
concluimos que
. log(cosz
lim 108(6057) _ 4
z—07F x
e, portanto,
1 log( ) ; log(cos z)
lim (cosz)= = lim e e =Moot T =0 =1,
z—0F z—0F
Segundo limite:
lim (logz)® = lim e®l8(og®) — 40
T——+00 T——+00

Terceiro limite: trata-se de uma indeterminagao do tipo % a qual aplicamos a regra de Cauchy:

lim (arcsen(x — 1))’ _ oy YIEEDE
z—1 (x — 1)/ z—1 1
Logo,
=1
lim arcsen(z — 1) _
z—1 z—1



(4 vals.) 2. Seja o uma constante real e f : R — R uma fungédo definida por

rarctgx sex >0

xTr) =
/@) e””—gjta sex <0.

a) Determine « por forma que f seja uma fungao continua em R.

Em R\ {0} a func@o é continua (justificagao habitual).

lim f(z) = lim xarctgx =0-0=0,
z—0t f( ) r—0t 2

lixg_f(a:):f(O):eO—g—i-a:l—i-a.

A condicao necesséria e suficiente da continuidade de f em O,

lim f(z) = lim f(z) = f(0),

z—07F z—0—
traduz-se entao na condicao 1 + a = 0 ou seja, « = —1.
b) Calcule, se existirem em R, lim f(z)e lim f(z)
T——00 r—+00

lim f(z)= lim (ex—g—l):O—ﬂ—lz—f—oo

T——00 T——00 2

. g ™
lipf(e) =l arctgs = +o0-5 = o

c) Serd f diferencidvel no ponto zero? Determine a fungao f’.

Por definicao, a derivada lateral esquerda em 0 é

v o J@—=f0O) . et—5-1
fe(0) = :plgg— z—0 mlggl— x

Para levantar esta indeterminacao %, aplicamos a regra de Cauchy:

:L‘_g_]_/
im €30 (ex_l)zl

r—0— ($)/ r—0~ 2 2 ’
Logo
ef—2 -1 1
A = 1 72 = —
fe(O) N :L‘li%l— Z 2

A derivada lateral direita em 0 é dada por

_ O)
0 = 1' 7f(x) f( = 1‘ = .
f2(0) Jim, =g lim, arctgz =0

Como f/(0) # f(0) concluimos que nao existe f'(0) e portanto f nao é diferencidvel em 0.
A funcado f’ tem como dominio R\ {0} e é dada por

f(z) = {arctg:v—l— Tz sez >0

ex—% sex <0



d) Determine os intervalos de monotonia de f e os respectivos extremos locais, se os
houver.

Para z < O:

flz)=0 & =1 & ax=logs=—log2,

fllz) <0 & x<—log2,

fllr) >0 & —log2<z<0.

Para x > 0:

f'(x) > 0, para todo x > 0.

Logo, usando o facto de f ser crescente em |—log2,0[ e em |0, +00[ e de f ser continua em z = 0,
concluimos que

f é estritamente crescente em |—log 2, +oo] ,

f é estritamente decrescente em |—oo, —log2][,

e f tem um unico ponto de extremo local em x = —log 2 que é ponto de minimo local (na realidade
é também global).

e) Diga, justificando, qual é o contradominio de f.

A fungao f é continua em R e portanto transforma intervalos em intervalos. Usando a informagao
obtida nas alineas a) e d), e pelo facto de

1 log2 log2 —1

podemos dizer que

log2 -1 log2 -1
og2 ,—{—oo[u[og2 ,+oo[

F(R) = f(]—00, —log2[) U f(|— log2, +od]) :]

log2 —1

(1.2 vals.) IV. 1. Calcule

1 1
/ V2 + 22 dx, / xarctg x dx .
0 0

1 1 1
/ x\/2+x2d:ﬂ:2/ (2422 (2 4 %)
0 0

/1 . ; |:[L'2 . :|1 1/1 332 ; T 1/1

X arctgr ar = |— arctgx = = —drx = — — —

0 g 2 8 o 2Jo 1422 8 2/,
3
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8
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T 1 1 T m
(1 vals.) 2. Calcule a area da regido de R? delimitada pelos graficos das funcdes
y=z+ 1, y= e )
e pelas rectas
T =2, r=1



Como se depreende facilmente de um esbogo da regiao, a area pedida é o nimero A dado por

‘{*ﬁ—@+”10+[@+nfmﬁr
-2

2 2 .
() ) e 20
=e?+e ! - % .
(2 vals.) 3. Seja g : |0, +oo[ — R uma fungao continua tal que g(x) > 2 , para todo = > 0. Considere

a funcao f definida por

Veso f(z) = /1 / o(t) dt

a) Mostre que
Viso f (i) = —f(l'),

e estude o sinal de f em RT.

f<i> =/fg=/jg=—/fg=—f(w)-

T

Para cada = > 0,

[

8

1

O caso x = ; em |0, +oo[ verifica-se sse x = 1, e temos

1
fa)= [ g=o
1
Se x > 1, temos z > % e, portanto

f(x):/;g>/:2:2<x—i>>0.

Por outro lado, se 0 < z < 1, entao % >1le

e portanto, f(x) < 0.
b) Justifique que f é diferencidvel em R e calcule f’.

Seja, para cada x > 0,

Como g é continua, pelo Teorema Fundamental do Célculo, ¢ é diferencidvel em RT e ¢/(z) = g(x),
para todo x € RT. Como f(x) = ¢(z) — ¢(1/z), conclui-se que f é diferencidvel por ser a diferenca



entre a funcio ¢ diferencidvel em R, e a composta de ¢ com a funcao % que é diferencidvel em
RT com contradominio em R*. Além disso,

fl(x) = (w(w) - (é))l =¢'(z) — ¢ G) (i), = g(z) + %g (i) :



