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Justifique adequadamente todas as respostas.
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Calcule, se existirem em R, os seguintes limites:

1+ e—0- 22’ e——1x +1

e—% 1 log(2+x)
a) lim (logx)*!, b) lim —— c) lim / '8t dt .
0

Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

2cosx
4+ sen?z’

a) b) 22 log /7, c)

Calcule a area da regiao do plano limitada pelas linhas de equacoes y = 22 e x = 1°.

Seja f € C1(R) uma funcao tal que f(e) = f'(¢) = 0 . Define-se ¢ : R — R por

e®

¢(x) = f(y)dy.

log z
Calcule ¢’ e ¢" e mostre que ¢'(1) + ¢"(1) = —f(0).

Estude quanto a natureza (convergéncia ou divergéncia):

0V e

n2

Mostre que a funcao definida em R por

g($):/ et dt

¢ uma funcao limitada.
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Resolucao

I. Calcule, se existirem em R, os seguintes limites:

1

e~z 1 log(2+x)
a) lim (logz)*~',  b) lim —, c¢) lim / '8t dt .
z—1+ z—0— 12 r——1x+1 0

a)

Como (log z)*~! = el@=1108(l982) consideramos primeiro

lim (x — 1) log(log x)

z—1t
Trata-se de uma “indeterminacao” 0 - oo que avaliamos usando regra de Cauchy su-
cessivamente da seguinte forma

1
zlogx

log(1 1) 2z — 1
lim o8Uog2) i D, (A D

oot 1/(x — 1) a1t —1/(x —1)2 251+ zloge  zo1+ logz + 1 -

Dai que
lim (logz)* ! =€’ =1.
x~>1+( & )
Notando que —% — 400 quando x — 0~ obtemos
_1
. € =
lim —— = +o0.
z—0- T

Quando z — —1 temos log(2 + z) — 0 pelo que o integral tende para 0 pela con-
tinuidade do integral indefinido. Assim sendo estamos na presenca de uma “inde-
terminagao” 0/0 que tentaremos resolver usando regra de Cauchy!. Note-se que a
diferenciabilidade do integral vai ser assegurada pelo teorema fundamental do célculo

e pelo teorema de derivacao da funcao composta pois a funcao t — e8! é continua

em ] — %, %[ e x> log(2 4 x) é diferencidvel em | — 2, +o0[. Sendo assim
1 log(2+x) tg(log(2+x))
im / e®tdt = lim 6—26021-
z——1x 4+ 1 0 z——1 24 x

II. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes fungoes:

2cosx e
_— b) 22 1
T eon?s’ ) 2° log /7, c)

a)

! Alternativamente pode notar-se que o limite a calcular é a definicdo da derivada da funcdo  — /i

log(2+z) tgt¢
0 e*'8t dt

no ponto —1.
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2cosx 1 cosx sen x
Trsen?s ™72 o = s (557).
z L (=)
b)
1 1 3 31 1 3 3
/1221Og\/5d1’=§/13210g.’12d$=§ <%logz—/%;dw> =3 <%logx—%

c)

2 6290

e 1 1 9

III. Calcule a drea da regiao do plano limitada pelas linhas de equacoes y = 22 e x = 1°.
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Figura 1: A regiao de que se pretende calcular a area.

r=1

! 3 1
/ (\3’/5 — xz) dr = [—x4/3 — —x3}
0 4 3

=0

IV. Seja f € CY(R) uma fungao tal que f(e) = f'(e) = 0. Seja ¢ : RT™ — R definida por

e®

¢(x) = fy)dy.

log z

Calcule ¢’ e ¢" e mostre que ¢/(1) + ¢"(1) = — f/(0).
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Usando o teorema fundamental do calculo e o teorema de derivacao da fungao composta
obtemos

# (&) = f(e") =+ flog )
#'(a) = PP + () 5 (logw) + 5 fllog )
donde em particular

¢'(1) = ef(e) — flog1) = —£(0),
¢"(1) = e*f'(e) + ef(e) — f'(log1) + f(log1) = f(0) — f'(0),

e dai segue a igualdade pretendida.

V. Estude quanto a natureza (convergéncia simples, absoluta e divergéncia) as séries seguintes:

Z\/_Jrz b>Z<—1>“ on

n!+nt0’
n=1
a) Como
2
it
n
e
\F+2
lim 1 =1,
Y53

da convergéncia da série de Dirichlet ) #, concluimos que a série dada ¢ absoluta-
mente convergente.

2'!7,

b) Seja Ay = <—1)nm Entao
g1 n! 4+ nt0 _ 1+ 2+ "10
a, (n+D!+(n+1)10 n+1+<“+1>
e, portanto,
lim [ =0 < 1
Qn

A série é, pois, absolutamente convergente.

VI. Mostre que a funcao definida em R por




¢ uma funcao limitada.

Para x > 1:

4 4

x X
0< / et dt < / sup et dt < (x4 — xz)e_’”4 < ghe~ " <supe M =e L.
x2 22 tez2,z4] A>0

(Atendendo a que
e =1 —-XNe?* VzeR

facilmente se conclui que a fungao A — Ae™* tem um maximo absoluto no ponto z = 1.)

Dado que g é funcao par, tem-se
0<g(r)<e Vo |z > 1.

Como, além disso, a fungao g é continua em R (pelos teoremas da continuidade da funcao
composta e da continuidade do integral indefinido), o teorema de Weierstrass garante
que g ¢ limitada em [—1, 1].

Assim, g é funcao limitada em R.




