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Justifique adequadamente todas as respostas.

1. Considere os conjuntos:

2z -1
A={zeR:|z—-2|>1}, B:{xGR: f 1<0},
et —

a) Identifique os conjuntos A e B e mostre que C' = 10,1/2].
b) Determine, se existirem, inf C, sup C', max C, min C' e max C' \ Q.
¢) Decida, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

i) Qualquer sucessao crescente de termos em C' tem limite (em R).
i) Qualquer sucessao de termos em C tem um sublimite em R.
iii) Qualquer sucessdo decrescente de termos em C' tem limite em C.

2. Considere uma sucessao de termo geral a,, definida por

ayp = 2,
Up41 = Gpe” %, sen > 1.

a) Mostre, usando indugdo, que a,, > 0 para n > 1.
b) Mostre que a sucessdo é decrescente.

c¢) Justifique que a sucessdo é convergente e determine o seu limite.

. Calcule, ou mostre que nao existem em R, os seguintes limites de sucessoes:

o

) 2n +1 . mncos(nm) + 2n3
1 b) lim—m—m——
@) lmy/ oo ) lm—— )

. Considere a funcao f : R\ {1} — R dada por

1
fa)={ T T
arctg(z?), se x < 1.

sex > 1,

a) Estude f quanto a continuidade.

b) Calcule mgrzloof(:c) e mggloof(x)

c¢) Sera f prolongédvel por continuidade ao ponto 17 Justifique.

)
)
)
d) Calcule a fungdo derivada f’ e determine os intervalos de monotonia de f.

Existir € > 0 tal que se x € V¢(0) entao F(z) < F(0).

Suponha que F' tem um méaximo local em 0, que ¢(0) = 0 e ¢ é continua em 0. Mostre que F' o ¢ tem um

méximo local em 0.

C=ANB.

. 10" +5
im—
n! 4+ 10

. Sejam FF: R — Re p:R — R duas fungdes. Recorda-se que F' terd um mdzximo local em 0 se:



(4,0)

(3,5)

Resolucao
1. Considere os conjuntos:

20— 1
et —1

A={zeR:|z—-2|>1}, B:{xeR: <0}, C=AnNB.

a) Identifique os conjuntos A e B e mostre que C = ]0,1/2].

Do significado geométrico de |a — b| segue imediatamente que A =] — 00, 1] U [3,400[. Quanto a B

2 — 1
’ S0 (2r-1<0A =150V (25-120 A e"=1<0)

eflff
S@<1/2Ax>0)V (x>1/2 AN z<0)
<z €]0,1/2]

Portantanto B =]0,1/2]. Consequentemente C' =]0,1/2].

b) Determine, se existirem, inf C', sup C, max C, min C' e maxC'\ Q.

infC=0esupC =1/2=maxC. minC e maxC \ Q nao existem pois 0 ¢ C' e 1/2 € Q.

c¢) Decida, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

i) Qualquer sucessao crescente de termos em C' tem limite (em R).

Verdade, pois trata-se de uma sucessao mondtona limitada.

ii) Qualquer sucessao de termos em C' tem um sublimite em R.

Verdade, pois trata-se de uma sucessao limitada.

iii) Qualquer sucessdo decrescente de termos em C' tem limite em C.

Falso, considere-se (1/(n + 1))nen, com lim —5 =0 ¢ C.

2. Considere uma sucessao de termo geral a,, definida por

ayp = 2,
Apt1 = ape~ %, sen > 1.

a) Mostre, usando indugdo, que a,, > 0 para n > 1.

Para n = 1 temos a; = 2 > 0. Se para um certo n > 1 temos a,, > 0 entdao, como a exponencial s6 toma,
valores positivos, a,4+1 = a,e” %" > 0.

b) Mostre que a sucessido é decrescente.

Como a, > 0 para todo o n € N temos 0 < e™® < 1 para todo o n € Ny. Daf que a1 = ape™* < a,
para todo o n € Ny.




c¢) Justifique que a sucessdo é convergente e determine o seu limite.

Como a sucessao é monotona e limitada entao é convergente. Definimos ¢ = lim a,,. Como a,,4+1 = ane™ %",
por passagem ao limite de ambos os lados desta igualdade e usando a continuidade da exponencial,
obtemos

c=ce ‘Sc(l-e)=0c=0V1-e=0&c=0.

Assim concluimos que lima,, = 0.

(4,5) 3. Calcule, ou mostre que nao existem em R, os seguintes limites de sucessoes:
) i 2n+1
a) lim .
dn 47

. 2n+1 . 2+ 1/n 1
lim =limy/——— = —.
dn +7 4+7/n 2

ncos(nm) + 2n3

b) lim -
3 2
lim ncos(nm) + 2n — lim cos(nm)/n? + 2 _5
nd +1 1+1/n3
¢) lim 2"+
n!+10°
Usando lim 10™/n! = 0 obtemos
n /! |
lim 10" /n! 4+ 5/n! _
1+10/n!
(6,0) 4. Considere a fungao f : R\ {1} — R dada por
arctg(z?), se x < 1,
fz) = 1
m, se x > 1.

a) Estude f quanto a continuidade.

f estd definida na unidao de dois intervalos abertos disjuntos. Basta estudar a continuidade das suas
restrigoes a cada um desses intervalos. Usaremos o teorema da continuidade da composta de continuas,
continuidade da exponencial, continuidade do arctg, continuidade das fungoes racionais, continuidade dos
polinémios e continuidade do produto por uma constante.

A fungdo |—o00, 1[ > & + arctg(z?) é continua pois resulta da composicao das fungdes = + x2 e y > arctgy
sendo cada uma destas continua.

1
A fungdo [1,400][ > = — —— é continua pois resulta da composi¢ao da funcao z + e*~! (o produto
el—z _

da exponcial por uma constante) com a fungao y — —- (uma funcdo racional).
=

b) Calcule lim f(z)e lim f(z).

Tr——00 r—+o0



. o 2y _

xl}r_noof(x) = xl}r_noo arctg(x®) = /2
. . 1

xgr_‘r_loof(x) N Tgr—il-loo el=e —1 -1

¢) Serd f prolongavel por continuidade ao ponto 17 Justifique.

A funcdo serd prolongdvel por continuidade ao ponto 1 se existir e for finito lim, 1 f(z).
limg, 1+ f(z) = lim, 1+ ﬁ = —o0 a fungao nao é prolongavel por continuidade ao ponto 1.

Como

d) Calcule a funcao derivada f’ e determine os intervalos de monotonia de f.

2z
1_’_73;4, se r < 17
f,(x) = el—®
——, sex>1.
ez —1)?

em | — o0, 0].

Dai que f é estritamente crescente em |1, +o00[, estritamente crescente em [0, 1] e estritamente decrescente

(2,0) 5. Sejam F': R — R e ¢ : R — R duas fungdes. Recorda-se que F' terd um mdzimo local em 0 se:

Existir € > 0 tal que se 2V.(0) tivermos F(z) < F(0).

Suponha que F tem um méximo local em 0, que ¢(0) = 0 e ¢ é continua em 0. Mostre que F o ¢ tem um

méximo local em 0.

temos também F(¢(t)) < F(¢(0))
méximo local de F o .

Se 0 é um ponto de maximo local de F' entdo existe € > 0 tal que se « € V.(0) entdo F(x) < F(0). Por outro
lado, gragas & continuidade de ¢ em 0, existe § > 0 tal que t € V5(0) = ¢(¢) € V.(0). Portanto, se t € V5(0)
F(0). A dltima afirmacao diz-nos exactamente que 0 é um ponto de




