TECNICO
W LISBOA
Calculo Diferencial e Integral I

1° Teste (Versao A) 9 de Novembro de 2013
LEE, LEGI, LEIC-TP, LETI

Apresente todos os calculos e justificagoes relevantes

(4,5) I. Considere os conjuntos:

A:{xeR: (z — 2)"

952+1<1}’ B={zeR:2*<5}, C=(AnB)\Q

a) Identifique os conjuntos A e B e mostre que

ANB= B, \/5} .
Resolucao:

—9)2 2 _4p44—2®—1
7(x2+i <1 o 2 x—;—+1:c <0 & 4dr<-3 & x>
X X

pelo que A = [2, +00[. E, como
?<5 o —/5<z<5,

vem B = [—\/5, \/a Logo

ANB= B\/g]

b) Determine, se existirem, o supremo, o {nfimo, o méximo e o minimo de C.
Resolucao:

sup C' =max C' = +/5 , inf C = %, e nao existe minimo de C' pois % ¢ C.

¢) Decida, justificando, se sdo verdadeiras ou falsas as seguintes afirmagoes:

(i) Qualquer sucessao decrescente de termos em A é convergente (em R).
(ii) Se (uy) é uma sucessdo de termos em C, entdo (u,) tem pelo menos um subimite.
(iii) Qualquer sucessao de termos em C' é convergente.

Resolucao:

(i) Proposicao verdadeira; qualquer sucessao decrescente de termos em A serd minorada (por
A ser minorado) e portanto convergente, pelo Teorema das Sucessdes Mondtonas e Limitadas.
(ii) Proposicao verdadeira; qualquer sucessdo de termos em C é limitada e portanto, pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass, tem pelo menos uma subsucessao convergente.

(iii) Proposicdo falsa; por exemplo, a sucessdo v/2,v/5,v2,v5,v2, V5, ....

4) IT. Considere a sucessao (a,) definida por
2
ay =5,
3 4a, > 1
ntl = , sen>1.
= o0 1 3)(2n + 2)



a) Por indugdo, mostre que, para qualquer n € Ny,
471
@2n+1)!°

Ap =

Resolucao:

Como a; = % = %, a condigao é verdadeira para n = 1. Admitamos agora que o resultado é

verdadeiro para algum n € N;. Provemo-lo para n + 1. Tem-se

4a,, 4+t gl
T on+3)en+2)  (n+3) 2+l +1)’
477/
pelo que a,, = m para qualquer n € Nj.
b) Indique o valor de lim a,,.
De alinea a), tem-se lima,, = 0.
(3) ITI. Calcule, ou mostre que nao existem, os seguintes limites de sucessoes:
. ny/n . (=1)"n? . 4n
lim ———— b)lim ~——— lim ?)/—————
R e Jim =g ) T
Resolugao:
1
. nyn . o
1 =1 =0.
2) 2 a1 lml—&-%—kn%
b) O limite nao existe, pois a sucessdo tem dois sublimites distintos. De facto, sendo u,, = %,
tem-se:
: - (2n)? . . (2n —1)2
hmu2n = hmm =1 e hmu2n_1 = —hm m = —1.
) Q lcular lim /b b 17 O
¢) Queremos calcular lim {/b,,, com b, = —————. Ora, como
Cn+1)+1
ot A @41 L+ vy 0
bn  (2n+3)+1 4n 2n+3)2n+2) + Gdy
tem-se lim {/b,, = 0.
(7) IV. Considere a fungdo f: R\ {—1} — R tal que
log (1—2), sex< —1,
f(;v) = { 74£7m2 w2)
e , se x > —1.
a) Calcule, se existirem em R, lim,_, ., f(x) e lim, o f(z).
Resolugao: ,
lim, oo f(2) = limg—, o log (1 — ;12) =0 e limgyioo f(7) =lim, s 00 e 4272 =0.
b) Decida, justificando, se existe lim,_, 1 f(z).
Resolucao:
lim,_, - f(z) = lim,_, 1 log (1 — x%) =—00 e lim,_, 1+ f(z) =lim,_4 e—dr—a® = o8

Logo, nao existe lim,_,_; f(z) (em R).



(1,5)

c¢) Determine o dominio de diferenciabilidade de f e calcule a fungao derivada.

Resolugao:
Em cada um dos intervalos do dominio a fungao é a composta de fungoes diferencidveis, e
portanto diferencidvel. Logo, o seu dominio de diferenciabilidade é R\ {—1}. E

2
s 2
= , sexr < —1,
F@y={7_ L a@@-1)
22
—2(2 + x)e 4", se x > —1.
d) Mostre que a funcao é mondtona em cada um dos intervalos | — oo, —1[ e | — 1, +-00[, mas nao é

monétona em R\ {—1}.

Resolucao:

Tem-se f'(z) < 0 para z €] — 0o, —1[ e para & €] — 1,+0o0], pelo que a fungio é decrescente
nestes intervalos. E ndo é decrescente em R\ {—1}, pois, por exemplo, —2 < 0 mas f(-2) =
log(1— 1) <0e f(0) =€’ =1>0,isto ¢ f(—2) < f(0).

e) Indique, justificando, o contradominio de f.

Resolugao: Dado que f é fungao continua em R\ {—1}, usando o Teo. de Bolzano e os resultados
anteriores, vem

f(] =00, —1[) =] — 00,0 e f(] — 1,+00[) =0, €?[. Entéo,

FR\ {=1}) =] = 00,0[U]0, €’

V. Seja f uma fungdo continua em R verificando

d4n + (~1)" ’1
f ("""()> = arctg (n ogn) , para todo o n > 2.
in + 2 n

Calcule, justificando, o valor de f(1).

Resolucao:
Dado que f é func¢ao continua no ponto 1, tem-se

(At (D) a4 BN

Por outro lado,

. n%logn | logn
lim = lim = —00,
1—n? 1
pelo que
lim arct n?logn T
1m arc = —=
S\1-n2 2
Entao, f(1) = —73.



