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LEIC-A

Apresente todos os célculos e justificacoes relevantes

I. Calcule:
)/115 (20) dt b)/1 S )/0 R
a cos : ———— dt, c :
-1 o 2+1) (=D +1)
a)
1 o)1 1 9
/ t cos(2t) dt = {tsen( t)} —/ wdt
1 2 1 2
_sen2  sen(—2) cos(2t)]" ~cos2  cos(—2)
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ou, em alternativa, podemos reconhecer que a fungao integranda é impar logo
o integral no intervalo [—1, 1] é igual a 0.

[ = {@E:‘%@%_l):%(l_?—lﬁ)'

¢) Atendendo a decomposigao em fracgoes simples

b)

1 A Bt+C

(t—l)(t2+1)_t—1+ 2+17

obtemos
AP +1)+ (Bt+CO)(t—1) =1,

e, consequentemente, A =1/2, B = C' = —1/2. Entao,

/ 1 1 1 t+1
dt == | — —
(t—1)(t2+1) 2) t—1 t+1

1 1
=5 <log |t —1] — 3 log(t* + 1) — arctg t)

Finalmente,

0 1 1 1 0
= |= (log|t — 1] — =log(t* 4+ 1) —
/_1 - DET D dt [2 (og\t ] 5 og(t* +1) arctgt)}l
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II. Calcule:
1-— 2 1— 2 t
a) lim (LZCoST)] by lim (L7082 ¢) lim 51
T—-+00 €T z—0 T z—0 tgl’
a) Dado que, para todo o z > 0,
_ 2

0< (L—cosz)® 2

- 22 R

(1—cosz)? 0.

conluimos que limg, 1o ~— =

b) Temos uma indeterminagao do tipo 0/0; aplicando a Regra de Cauchy,

, senz(l — cosx)
lim ———— = lim =
z—0 1’2 z—0 X

bl

senxr __
e,

atendendo a que lim,_,q
¢) De novo, uma indeterminagao do tipo 0/0; aplicando a Regra de Cauchy,

1
. arctgr . 1z . cos’x
lim = lim ——— = lim S =
=0 tgx z=0sec?ry =014z

III. Calcule a area da regiao plana limitada definida por

{(z,y) eR*:e™ —1<y<a®—lex <2}

Reconhece-se que e *1 — 1 < 23 — 1 se e s6 se z > 1. Dai que a drea da regiao
seja dada por

2 2 $4 =2
/ 2 —1— (e —1)do = / 2} — e dy = {— + e‘“l}
1 1 4 o=1
2 L, 1 1,
= — - _— = 1 — — - .
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IV. 1. Classifique quanto a convergéncia absoluta, convergéncia simples e divergéncia

as séries
a)f senn b) f(—l)" e c)f logn
n=1 n5/2 ’ n=1 er + 1’ n=2 n .

senn 1 fe il +oo 1 ¢ ¢
a) Como ‘ T ‘ < —7 e asérie de Dirichlet ) | ™ —7 é convergente conclui-

mos, usando o critério de comparagao e convergéncia absoluta, que a série

e *57 € absolutamente convergente.

n_e"

en+41 €

. n e ~ . s J ] —+00
b) Como lim(—1)" ;=5 ndo existe concluimos que a série Yoao(=1)
divergente.
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¢) Como, para n > 3, temos lo% > %, e a série de Dirichlet Z:ﬁ% é
. , ) 1 , .
divergente, concluimos que a série Y% %5 ¢ divergente.
Alternativamente o resultado pode obter-se do critério do integral visto

loge _ 1 d 2
que 2% = >~ (log” x).

2. Considere a funcao ¢ definida pela série de poténcias

nzzo 2n)l(n + 1)

nos pontos onde a série converge.

a) Determine o dominio de ¢.

43 A : 400 n _ 1
Escrevendo a série de poténcias na forma ) "0 a,z" com a, = @D

verificamos

2 2)(2 1 2
ap :lim<n+ )(2n + 1)(n + ):—I—oo

Ant1 n+1

lim

pelo que a série de poténcias tem raio de convergéncia +o0o0. Sendo assim o
dominio da funcao ¢ é R.

b) Justifique que ¢ é diferencidvel e obtenha a respectiva série de poténcias.

Sabemos que uma série de poténcias é diferencidvel no intervalo |—R, R em
que R ¢é o raio de convergéncia podendo a diferenciacao efectuar-se derivando
a série termo a termo. Dal que

(x) = Z (;Cn),

V. 1. Considere a fungdo f : ]0,4+o00[ — R definida por

2

flz) = /l S

ogx

Justifique que f é diferencidvel e obtenha uma expressao para f’.

O teorema fundamental do calculo e o teorema de derivacao da funcao com-
posta permitem obter que f é diferencidvel em |0, +oo[ com

1
f(x) = 2ze™™" — Ee’log%.




2. Seja g : R — R uma fungao continua verificando 0 < g(z) < 1 para todo o x € R.
Considere uma fungao real de variavel real ¢ definida por

v = [ 2 a

1+t2

Justifique que o contradominio de ¥ é um intervalo da forma ], 5[ em que
-5 <a<0<p<3.

O integral indefinido é uma funcao continua pelo que o teorema do valor
intermédio implica que o contradominio é um intervalo. Do Teorema Funda-
mental, tem-se

P (z) = ﬂj_ﬂ; Vo € R.

Como g > 0, vem v’ > 0, logo 1 é uma funcao estritamente crescente em R
com ¥ (0) = 0. Entao, existem

lim ¥(z)=p04 e lim ¥(z) =a.

r—-+00 IT—r—00

Tem-se, assim, (R) = |a, B[ onde o < 0 < .
Usando a estimativa para g obtém-se

|
o) | [ e

edal -5 <a<0<pf< 3.

= |arctg z| <

bo|




